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Resumen

Andlisis de una bateria de tests numéricos
realizados para EcosimPro, en el que se trata
de probar la precision del integrador, la
bondad del detector de eventos y la posibilidad
de resolver algunos casos especiales. Seincluye
la descripcién detallada de los tests méas
interesantes:

- Modelo de la suspension de un coche.

- Circuito eléctrico amplificador

- Sstema de ecuaciones simple para deteccién
de eventos

- Problema de mecanica celeste.

Palabras clave:

DASSL: Método de integracion, desarrollado
por Linda Petzold [1], que usa por defecto
EcosimPro. Devuelve los vaores de las
variables en funcion del tiempo con una entrada
delaforma
flyy .h)=0 (1)

RADAUS: Algoritmo de integracion usado en
la mayoria de las soluciones de referencia [2].
Devuelve los valores de las variables en funcién
del tiempo con una entrada de laforma:

Ay =f(y.) (9
donde A es una matriz que puede ser singular.

High Index Wizard: Asistente que presenta
EcosimPro para ayudar a resolver problemas de
ato indicee En é hay que introducir las
variables que, debido alas ligaduras, van a dejar
de ser variables de estado. Nos ofrece siempre
una solucién por defecto.

1 INTRODUCCION
Este trabajo tiene por objetivo comprobar que
los resultados numéricos obtenidos en

EcosimPro son buenos. Para ello se han se han
seleccionado casos de tests numéricos que nos
ayudaran a evaluar la precision de estos
resultados.

La bateria consta de catorce tests, que se pueden
clasificar en tres categorias. La primera incluye
tests puramente numeéricos, los cuales pretenden
basicamente encontrar hasta qué decimal llega
la precisién de EcosimPro. En una segunda
categoria se encuentran tres tests especiales en
los que se intenta hallar una manera de integrar
las ecuaciones, bien sea mediante la adicién de
funciones especiales que, como veremos en €
gemplo 3.1, permiten integrar casos en
principio singulares, o bien resolviendo
problemas de dto indice, que en principio no
admiten integracion directa. En una tercera
categoria se incluye una serie tests cuya mayor
dificultad radica en la deteccién de eventos. A
continuacion se muestra una lista de los tests
realizados:

TESTS NUMERICOS: En esta categoria nos
encontramos | os siguientes tests:

N1: Un tipico problema predador-presa, en €
gue tenemos quince especies en interaccion.

N2: Tres modelos de quimica, uno tratando la
contaminacion atmosférica, otro que analizalas
reacciones en €l interior de una planta, y un
tercero que modela la fabricacion de un
compuesto a nivel industrial.

N3: Un problema de mecanica celeste.

N4: Un problema sacado de lafisicadel estado
sdlido, en el que se analizala dinamicade
defectos en las paredes de una muestra de Litio,
donde las ecuaciones diferenciales son analogas
alas de un modelo predador-presa.

TESTS ESPECIALES: Esta segunda categoria
comprende:

ES1: Dos problemas mecanicos. En estos tests
la dificultad numérica no es tal, pero son
problemas de ato indice.

ES2: Un problema eléctrico singular, que solo
se ha podido resolver mediante €l afiadido de
una funcion especial. Este dltimo y uno de los
anteriores serén tratados en detalle.

DETECCION DE EVENTOS: En este Ultimo
apartado tenemos:

EV1: Un péndulo con constriccion.

EV2: Un modelo de colision entre esferas.

EV3: Un modelo eléctrico con interruptores.
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EV4: Un sistema de ecuaciones simple con
cambios repentinos en los datos.

2 TESTSNUMERICOS

Son los tests més precisos, desde el punto de
vista de los resultados obtenidos. Como ya se ha
comentado anteriormente, estos tests son,
basicamente, sistemas de  ecuaciones
diferenciales de primer orden no lineales.
EcosmPro no presenta ningin problema para
integrarlos, y simplemente se trata de saber
hasta qué decimal es fiable e resultado
obtenido. La comparacion estd hecha con los
resultados de RADAUS [2]. Trataremos aparte
¢ test de las pléyades, ya que los problemas de
mecénica celeste son menos exactos que los
demés. La figura 1 muestra, para los tests
quimicos, la evolucion del error cometido con
respecto a la referencia, calculado como la
media de la dispersion cuadrética especifica en
cada una de las variables en funcién del valor de
latolerancia usado en EcosimPro. Es decir:

.2

*_1°E®i'yi,ref9 3
s=—a éi (3)
N i yi,ref 7]
EVOLUCION DE LA DISPERSION N21
-2
——N23
1E-24
1E-18
1E-12
LE06
1E+00 + T ‘
1.00E+01 1.00E-04 1.00E-09 1.00E-14
TOLERANCIA
Figural

En ella se ve claramente que €l error sigue una
evolucion analoga para los tres casos y que éste
decrece con la tolerancia usada por DASSL, que
se puede variar por medio de las variables
ABS ERROR y REL_ERROR.

La precisién alcanzada por EcosimPro se puede
calcular a partir de lafigura 1. Por ejemplo, para
una tolerancia de 10™, tenemos, en el peor de
los casos, una s = 102, por lo que e error
relativo esta en la décima cifra significativa

3 TESTSESPECIALES

Estos tests se caracterizan por la dificultad del
sistema de ecuaciones, ya sea por la existencia
de singularidades, o bien por que son problemas

de ato indice. En cualquier caso la precision
obtenida es menor, aungue esto es debido a que
no admiten valores muy bajos de latolerancia.
Otra caracteristica de estos tests es el tiempo
gue dura la integracién, que es muy grande
comparada con la duracion de los tests
NUMEricos.

La explicacion de estas dos dltimas
afirmaciones es la aparicion de lazos
algebraicos, que hacen necesaria la iteracion, lo
gue eleva mucho € tiempo de integracion. La
figura 2 muestra un grafico andlogo alafigura 1
para estos tests.

1E-16

1.E-12

- *-ES2
—- ESl1
—+—ESl.2

1.E-08

1E-04

1.E+00 * T T 1
1.E-02 1.E-06 1.E-10 1E-14

Tolerancia

Figura2

Si comparamos ambos gréficos, veremos que el
error cometido es ligeramente superior en estos
tests, que en los numeéricos, exceptuando el caso
de las pléyades. En este caso tenemos una
precision que llega hasta la octava cifra
significativa.

31 TRANSISTOR

Este test trata de integrar las ecuaciones que se
originan de un circuito como el delafigura 3.

(03

054

Figura 3. Circuito equivaente del transistor

El sistema de ecuaciones que se obtiene es
singular, es decir, de laforma:

S
MY =) @

Donde M es una matriz de dimensiones 8x8 y
de rango cinco, e “y” es un vector de ocho
componentes. Mas concretamente:
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El problema esta preparado para que lo integre
RADAUS. DASSL lo puede integrar, pero
EcosimPro detectard un sistema de ecuaciones
lineales y, por comodidad, intentara invertir la
matriz, cosa que evidentemente no puede hacer.
Por tanto, es necesario introducir aguna
modificacién que haga que EcosimPro no
detecte que el sistema es lineal. En este caso es
suficiente definir una funcién DIF, que
simplemente reste sus dos argumentos. La
sintaxis en EL eslasiguiente:

FUNCTION REAL DIF (
IN REAL V1,
IN REAL V2)
BODY
RETURN V1-V2
END FUNCTION

Ahora podremos escribir las ecuaciones de la
primera caja, por eemplo, de la siguiente
manera:

DIF(y2,y1) = fu(y, 1) 5)
DIF(y1.Y2) = fay, 1) (6)

Este procedimiento no es general para resolver
este tipo de sistemas, pero siempre se podra
hacer algo similar, adaptandose a cada caso
particular.

3.2 SUSPENSION DE UN COCHE
Este test trata un modelo sencillo para la

suspension de un coche, como muestra la figura
4.

e

(xr, yn)

/ (b, yb)
©.0)

Figura 4. Modelo de suspensién de un coche

Las ecuaciones de movimiento, con las
restricciones  correspondientes, son  las
siguientes:

€M d?x X &M 286
T dtz‘ = (Io' ‘X\DW'H Xy +2l z(X\ - Xv)' Tgl; (7)

eM d’x, _ X, - X, M 286

> e - om X X x-x] 2 (% - %)~ Tglg ®
Xp+y, =1 9
(- x J+ly,- v ) =1 (10)
XX, +yy,=0 (11)

Las ecuaciones (7)-(11) son de segundo orden.
La ventga que presenta EcosimPro es que
admite ecuaciones de segundo orden, que ya se
encargara de reducir de orden para que DASSL
las integre, mientras que RADAUS y otros
muchos integradores necesitan que la reduccion
del orden se haga anteriormente.

Este sistema presenta un problema de ato
indice, en el que EcosimPro nos dara ayuda para
resolver las ecuaciones. El test se supera con
facilidad observando la fisica del problema. El
método consiste en detectar los grados de
libertad del problemay encontrar variables que
los reproduzcan.

Ya solo quedara introducir en el “High Index
Wizard” las demés variables, que EcosimPro ya
no tomaré como variables de estado. En €l caso
gue nos preocupa, es fécil ver, observando la
figura 4, que e problema no tiene mas que dos
grados de libertad. Tres angulos determinan la
posicion de las dos barras y el estiramiento de
los muelles: los dos que forman las barras con la
horizontal, y e que forma e muelle de la
derecha con la vertical, ya que e muelle de la
izquierda esta obligado a formar éngulo recto
con la barra de abajo. Uno de ellos o determina
la excitacion que produce la carretera, que
supondremos sinusoidal para simular  los
baches, por lo que efectivamente sdlo tenemos
dos angulos. Luego se pueden escoger las
variables y, e y, como variables reaes de estado.
Esta eleccién ha de ser tomada con cuidado ya
gue es fundamental conocer |as buenas variables
de estado para resolver este tipo de problemas.
Otra manera de resolver el problema es
estudiando la forma de las ecuaciones (7) - (11).
Este procedimiento lo hace la propia
herramienta, pero no siempre llega a resultado
correcto, especialmente cuando las ecuaciones
son complicadas, ya que la forma de éstas no es
suficientemente indicativa.

4 DETECCION DE EVENTOS

Estos tests se caracterizan no tanto por la
precisién del resultado final, sino por la
exactitud en la medida del tiempo en e que
ocurren los eventos. El giemplo mas clarificador
es un sistema de dos ecuaciones diferenciales
sencillo, en e que los valores de los datos
cambian segun € sistema se encuentre en un
estado o en otro:
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yi' =ci(Y2+C—y1) (12
Yo' =C3(Ca—Y2) (13

Los valores de las constantes ¢,y ¢; son fijos:

¢1 = 2.7E6; c3 = 3.5651205

Los valores de cyy ¢, dependen del estado en
gue se encuentre el sistema:

Estadol: c,=04;c,=55
Estado2: ¢, =-0.3; ¢, =2.73

Los dos estados dan una solucidn exponencial
para ambas variables, pero en e estado 1 la
solucién para y, es creciente y en el estado 2 la
solucién es decreciente. Al acanzar y; cierta
cota superior, €l estado cambia. Ahora la
solucién es decreciente y el cambio de estado se
da cuando y; alcanza una cota minima. La
evolucion se puede observar en lafigura 5.

~

o

o

0 1 2 3 4 5

TIME

Figura5

Ladificultad de este test radica en que la ultima
discontinuidad se produce précticamente a final
del intervalo de integracién, y una mala
localizacion del evento puede llevar a valores
finales de y; muy diferentes de la referencia. El
problematiene solucién analitica[3]:

y(5) » 5.369 (14)
tiempo » 4.999999646 (15)

En latabla 1 se muestra €l tiempo en el que se
locdliza la Ultima discontinuidad, en funcion de
latolerancia.

Tabla 1. Tiempo de discontinuidad

Tolerancia Tiempo(s)
le6 4.9999996619500
1le8 4.9999996464032
le-10 4.9999996462670
le-12 4.9999996462643
le-l4 4.9999996462705

Los vaores finales de la variable y; se
encuentran en latabla 2.

Tabla?2. Vaoresfinadesdey;
Tolerancia y1(5)
le-6 5.3809963055899
1e-8 5.3694451321339
1le-10 5.3693460753435
le-12 5.3693441563171
le-14 5.3693486655019

Como se ha comentado anteriormente, un error
relativo del orden de 10® en la determinacion
del tiempo en e que ocurre € Ultimo evento,
arroja, en €l resultado final, un error relativo del
orden de 10,

En cualquier caso, se tienen resultados muy
precisos, y el valor correcto se alcanza con una
tolerancia de 1e-8, que es relativamente alta.
Cabe sefidar que latolerancia de la que se habla
en este test no es la misma de la que hemos
tratado anteriormente. Mientras que en € resto
de tests la tolerancia mencionada es la que nos
pide DASSL, que para este problema se ha
fijado en un valor de 10, en este caso la
tolerancia es la de la sentencia WHEN, que es €
gue interviene en la deteccion de eventos. Esta
tolerancia se encuentra fijada en 10° por
defecto, pero se puede modificar en el
componente.

A continuacién se muestra un listado del
componente realizado para resolver e
problema:

COMPONENT Two_state
DATA
REAL Cl1=2.7¢6
REAL C3 = 3.5651205
REAL y1 0=5.8
REAL y2 0=25
REAL C21=04
REAL C41=55
REAL C22=-0.3
REAL C42=2.73
DECLS
REAL y1,y2
REAL C2,C4
INIT
c2=C21
C4=C41
DISCRETE
WHEN (yl==y1 0) TOL 1e8 THEN
C2=C22
C4=C42
END WHEN
WHEN (yl==y2 0) TOL 1e8 THEN
C2=C21
C4=C41
END WHEN
CONTINUOUS
yl'=Cl* (y2+C2-yl)
y2'=C3* (C4-y2)
END COMPONENT

El resto de tests de este tipo arrojan resultados
cualitativamente buenos, pero las referencias no
son tan exactas, y no permiten una comparacion
exhaustiva
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5 PROBLEMA DE
PLEYADES

LAS

Uno de los tests més interesantes que se han
realizado trata un problema de mecénica celeste
reducido a un plano. Simula e movimiento de
siete cuerpos en interaccién gravitatoria la cual,
como es bien sabido, da muchos problemas a la
hora de integrar. Esto se explica en parte por la
forma de las ecuaciones:

2 omm(r-r) |
mid5=a7' (" 5 ) i=1,..,7
dt i ‘ri - rj‘

(16)

De nuevo cabe resaltar que EcosimPro no
necesitard reducir el orden del sistema de
ecuaciones, a diferencia de otros agoritmos
integradores. Ademas nos permite escribir las
ecuaciones de manera compacta, como muestra
el codigo EL de este componente:

COMPONENT PLEIADES
DATA
REAL m[7]={1,2,3,4,5,6,7}
DECLS
REAL X[7]
REAL y[7]
REAL 1[7,7]
CONTINUOUS
EXPAND_BLOCK (i IN 1,7)
EXPAND (j IN 1,7)
rlig] = ((X[i] - x[D)**2 + (y[i] - y[j])**2)**1.5
x[i]" = SUM( IN'L,7 EXCEPT i ; m[j] * (x[j] - x[i]) / r[i.j])
yli]"=SUM( IN 1,7 EXCEPT i ; m[j] * (y[j] - y[i]) / r[i,j])
END EXPAND_BLOCK
END COMPONENT

Si ocurre que las estrellas sufren cuasi-
colisiones, es decir, que se acerquen mucho
entre ellas, un pequefio error en € célculo de la
distancia entre ellas, puede provocar un gran
error en e resultado final, debido a la aparicion
del término rij3 en el denominador de laa
ecuaciones  (16). Podemos ver que
efectivamente  ocurren  estas  colisiones,
observando la figura 6, en la que se representa
la evolucion de la posicion de dos de ellas
durante el tiempo de integracion:

Stars 1 and 3 trajectories

6
x
xxxx)(xx
x
x

x4
x© 0 © 000
Oooap

Srmoo®x 370 R x
3

x-axis

Figura 6. Movimiento de dos estrellas

Este acercamiento entre estrellas es e que
provoca los grandes errores cometidos para

tolerancias altas.

En cualquier caso, para valores bgos de la

tolerancia se mejora mucho la precision.

La figura 7 representa la evolucién del error

cometido, calculando mediante la ecuacion (3)

en funcién de la tolerancia introducida en

Pleyades

1.E-17
i -14
si LE-1
g
m 1E-1
a
m
o 1.E-0

1.E-0!

1{E-05 1.E-07 1.E-09 1E-11 1.E-13

Tolerancia

Figura 7. Problema de las pléyades

Como se puede deducir

comparando los

resultados con los presentados en la figura 1, la
evolucion del error cometido es similar, pero los
valores estdn seis Ordenes de magnitud por

encima de los anteriores. En cualquier caso

bajando la tolerancia se obtienen resultados con
precision suficientemente alta, que llega hasta la

octavacifrasignificativa.

6 CONCLUSIONES

A modo de conclusion, se pueden sefidar varios

puntos importantes:

- Los resultados numéricos obtenidos por

EcosimPro son muy precisos.

- La respuesta ante problemas singulares o de
ato indice es buena en € sentido en que
EcosimPro permite tratar estos problemas,

aunque para
conocimiento del modelo por parte del usuario.

resolverlos se necesita €

- La deteccion de eventos es muy buena, y no
requiere tolerancias muy bajas para obtener

resultados precisos.
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